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A geração de trajectórias de robôs em tempo real é uma tarefa muito complexa, não 
existindo ainda um algoritmo que a permita resolver de forma eficaz. De facto, há 
controladores eficientes para trajectórias previamente definidas, todavia, a adaptação a 
variações imprevisíveis, como sendo terrenos irregulares ou obstáculos, constitui ainda um 
problema em aberto na geração de trajectórias em tempo real de robôs. 
Neste trabalho apresentam-se modelos de geradores centrais de padrões de locomoção 
(CPGs), inspirados na biologia, que geram os ritmos locomotores num robô quadrúpede. 
Os CPGs são modelados matematicamente por sistemas acoplados de células (ou 
neurónios), sendo a dinâmica de cada célula dada por um sistema de equações diferenciais 
ordinárias não lineares. Assume-se que as trajectórias dos robôs são constituídas por esta 
parte rítmica e por uma parte discreta. A parte discreta pode ser embebida na parte rítmica, 
(a.1) como um offset ou (a.2) adicionada às expressões rítmicas, ou (b) pode ser calculada 
independentemente e adicionada exactamente antes do envio dos sinais para as articulações 
do robô. A parte discreta permite inserir no passo locomotor uma perturbação, que poderá 
estar associada à locomoção em terrenos irregulares ou à existência de obstáculos na 
trajectória do robô. Para se proceder á análise do sistema com parte discreta, será variado o 
parâmetro g. O parâmetro g, presente nas equações da parte discreta, representa o offset do 
sinal após a inclusão da parte discreta. 
Revê-se a teoria de bifurcação e simetria que permite a classificação das soluções 
periódicas produzidas pelos modelos de CPGs com passos locomotores quadrúpedes. Nas 
simulações numéricas, usam-se as equações de Morris-Lecar e o oscilador de Hopf como 
modelos da dinâmica interna de cada célula para a parte rítmica. A parte discreta é 
modelada por um sistema inspirado no modelo VITE. Medem-se a amplitude e a 
frequência de dois passos locomotores para variação do parâmetro g, no intervalo [-5;5]. 
Consideram-se duas formas distintas de incluir a parte discreta na parte rítmica: (a) como 
um (a.1) offset ou (a.2) somada nas expressões que modelam a parte rítmica, e (b) somada 
ao sinal da parte rítmica antes de ser enviado às articulações do robô. No caso (a.1), 
considerando o oscilador de Hopf como dinâmica interna das células, verifica-se que a 
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amplitude e frequência se mantêm constantes para -5<g<5. No (a.2), usando novamente o 
oscilador de Hopf, a amplitude e a frequência têm o mesmo comportamento, crescendo e 
diminuindo nos intervalos de g [-0.5,0.34] e [0.4,1.83], sendo nos restantes valores de g 
nulas. Isto traduz-se em variações na extensão do movimento e na velocidade do robô, 
proporcionais à amplitude e à frequência, respectivamente. Ainda com o oscilador Hopf, 
no caso (b), a frequência mantêm-se constante enquanto a amplitude diminui para g<0.2 e 
aumenta para g>0.2. A extensão do movimento varia de forma directamente proporcional à 
amplitude. No caso das equações de Morris-Lecar, quando a componente discreta é 
embebida (a.2), a amplitude e a frequência aumentam e depois diminuem para -
0.17<g<0.037. Quando se somam as duas componentes, mais uma vez a frequência 
mantém-se constante enquanto a amplitude diminui para g<0.5 e aumenta para g>0.5 
Pode concluir-se que: (1) a melhor forma de inserção da parte discreta que menos 
perturbação insere no robô é a inserção como offset; (2) a inserção da parte discreta parece 
ser independente do sistema de equações diferenciais ordinárias que modelam a dinâmica 
interna de cada célula.  
Como trabalho futuro, é importante prosseguir o estudo das diferentes formas de inserção 
da parte discreta na parte rítmica do movimento, para que se possa gerar uma locomoção 
quadrúpede, robusta, flexível, com objectivos, em terrenos irregulares, modelada por 
correcções discretas aos padrões rítmicos. 
 
Palavras-Chave 
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Online generation of trajectories is a hard and complex task in robotics, still lacking a 
proficient solution. In fact, there are efficient controllers to previously defined trajectories; 
nevertheless, adaptation to unpredictable variables, such as irregular terrains, is a major 
problem for online controllers.  
In this work, it is introduced a bio-inspired controller that generates locomotion patterns of 
a quadruped robot. It allows for gait switching, maintaining robots’ stability. Non-linear 
systems of ordinary differential equations are used to generate the locomotion rhythms. 
These are called Central Pattern Generators (CPGs). Trajectories consist of both rhythmic 
and discrete parts. The rhythmic part is modelled by the Hopf oscillator or by Morris-Lecar 
equations. The discrete part is modelled by the VITE system. 
The discreet part allows entering in quadruped locomotion disturbances, which may be 
associated to irregular terrain or the existence of obstacles in trajectory of the robot. To 
proceed to system analysis with discreet part, parameter g will be varied. The parameter g, 
present in the equations of the discrete part, represents the offset of the signal after 
inclusion of discrete part. 
We review the bifurcation theory and symmetry techniques that allow us to classify the 
periodic solutions of the CPG models with locomotion quadruped rhythms. We simulate 
numerically the CPG models and compute the amplitude and the frequency of the periodic 
solutions, identified with two quadruped gaits, for varying g in interval [-5;5]. The discrete 
part is inserted into the rhythmic part as (a.1) an offset, (a.2) as part of the equations that 
generate the rhythmic part, (b) is summed. Using Hopf oscillator to model cell’s dynamics, 
in case (a.1), we obtain that the frequency and amplitude of the periodic solution identified 
with the two gaits is held constant for -5<g<5. In case (a.2), using Hopf oscillator, we find 
that the amplitude and the frequency both increase and decrease for g ∈ [-0.5,0.34] and g ∈ 
[0.4,1.83], and are zero for other values of g. This translates in varying range of motion 
and velocity, proportional to the amplitude and frequency respectively. In the case (b), the 
frequency is constant and the amplitude decreases for g<0.2 and increases for g>0.2. The 
range of motion varies proportional to the amplitude. Using Morris-Lecar equations to 
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model cells’ internal dynamics, in case (a.2), the amplitude and the frequency increase and 
then decrease in for 0.17<g<0.037. In the case (b), the frequency remains constant and the 
amplitude decreases for g<0.5 and increases for g>0.5. 
We may conclude that: (1) the best way to insert the discrete part to cause less disturbance 
in the robot movement is the insertion as an offset; (2) the integration of discrete part seems 
to be independent of the systems of ordinary differential equations that model the internal 
dynamics of each cell.  
As future work, it is important to pursue the study of different forms of insertion of 
discrete part in the rhythm part of the movement, so you can generate a robust, flexible and 
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As formas de locomoção do reino animal são múltiplas e variadas. Cada espécie tem a sua 
forma característica de locomoção, podendo, no entanto, haver padrões semelhantes entre 
diferentes espécies. Por exemplo, os quadrúpedes e os bípedes têm um padrão de 
locomoção comum, que se caracteriza por saltar com todas as pernas simultaneamente. 
Na robótica desenvolve-se pesquisa com o objectivo de construir robôs que sejam capazes 
de se locomoverem como os animais, de forma estável e adaptável às condições do terreno 
em que se movimentam, ou com o objectivo de desempenharem tarefas específicas [1][29] 
[19][35][44][42].  
Há robôs com lagartas, rodas e robôs com pernas [6][19][14] . Robôs com pernas têm 
vantagens de adaptabilidade ao terreno, quando comparados com os robôs com lagartas ou 
rodas [1]. 
A pesquisa na área dos robôs com pernas é um tema ainda em desenvolvimento, dado que, 
apesar dos resultados animadores, há questões fundamentais, que se prendem com o 
controlo das pernas, a coordenação entre as mesmas e o equilíbrio, que continuam a ser de 
difícil resolução. Assim, a geração de trajectórias de robôs com pernas em tempo real tem 
sido um desafio constante para os investigadores, desafio este que ainda não foi 
completamente ultrapassado. 
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Ultimamente, tendo como ponto de partida o que se passa na natureza em relação à 
locomoção animal, os investigadores têm vindo a propor um novo conceito, o gerador 
central de padrões de locomoção (CPG – do inglês “Central Pattern Generator”) [2]. 
Os biólogos assumem que a locomoção nos vertebrados é controlada por um gerador 
central de padrões de locomoção, situado na espinal medula, capaz de gerar sinais rítmicos 
complexos para o controlo de movimentos periódicos coordenados. Estes CPGs são 
activados por um simples sinal enviado pelo cérebro, no caso animal, ou pela camada 
lógica superior, no caso dos robôs [6]. 
Os investigadores têm utilizado os CPGs na modulação dos ritmos locomotores de diversos 
animais, desde invertebrados a vertebrados [14][23][9][40][9][13][41].  
Os CPGs são modelados por sistemas dinâmicos acoplados. Estes sistemas dinâmicos 
possuem algumas propriedades interessantes que justificam a sua utilização como modelos 
de locomoção na robótica: controlo distribuído, capacidade de lidar com redundâncias, 
rápido controlo de malhas e rápida modelação da locomoção através do controlo de sinais. 
Os modelos dos CPGs podem ser projectados sob diferentes níveis de abstracção, 
dependendo do fenómeno em estudo. Estes podem ser modelos biofísicos, conexionistas, 
sistemas abstractos de osciladores acoplados ou neuro-mecânicos. 
O modelo biofísico é baseado em modelos de neurónios do tipo Hodgkin-Huxley [17]. 
Nestes, é investigada a geração de actividade rítmica num pequeno circuito neuronal. Em 
alguns casos são investigadas ao detalhe as propriedades de um único neurónio. Enquanto 
uns modelos se concentram nos detalhes da dinâmica de pequenos circuitos, outros 
centram-se na dinâmica de grandes populações de neurónios [9].  
O modelo conexionista utiliza modelos de neurónios simplificados como o integrador 
permeável [40]. O objectivo deste modelo é o de conhecer como a actividade rítmica é 
gerada, através das propriedades da rede, e como circuitos oscilatórios neuronais diferentes 
são sincronizados via conexões inter-neurónios [35]. 
O modelo de osciladores acoplados consiste numa rede de sistemas de equações 
diferenciais ordinárias não lineares acopladas. Neste caso, os osciladores tanto podem 
representar a actividade de um centro oscilador completo ou um único neurónio. O 
objectivo deste modelo não é o estudo dos mecanismos de oscilação (pois é assumido que 
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estes existem) mas sim o estudo de como as ligações inter-osciladores e as diferenças de 
frequência internas afectam a sincronização e o desfasamento de uma população de 
osciladores. Os mecanismos de oscilação, estes, podem ter diferentes topologias, ou seja, 
podem ser modulados por diversos sistemas de equações diferenciais ordinárias [22]. 
Alguns dos osciladores mais utilizados são o oscilador de Hopf [6][22][1][29], o de 
Matsuoka [23][24], as equações de Morris Lecar [27], entre outros. 
Nos modelos neuro-mecânicos, existem protótipos físicos, mecânicos de um corpo, um 
modelo biofísico. Estes possibilitam a simulação da interacção dos modelos propostos com 
o ambiente físico que os rodeiam, integrando um efeito de re-alimentação sensorial (visão, 
tacto, etc.) [20].  
Neste trabalho estuda-se uma rede de quatro osciladores acoplados, que é um modelo de 
gerador central de padrões de locomoção quadrúpede. Existem dois grandes modelos de 
geradores centrais de padrões de locomoção para animais quadrúpedes, o modelo de 8 e o 
modelo de 4 células/osciladores. No modelo de 8 células é assumido que cada perna recebe 
o sinal de duas células. A interpretação fisiológica para este modelo é o facto das 
articulações dos animais serem controlados por dois tipos de músculos: flexores e 
extensores [9][13]. O modelo de 4 células é mais simplificado, assumindo que cada 
articulação de uma perna apenas recebe sinal de uma única célula (Figura 1) [6].  
                          
Figura 1 Modelos de 4 células de um CPG de quadrúpedes. Acoplamento para os passos: a) 
trot, pace e bound e b) walk. 
Neste trabalho estuda-se o modelo de 4 células, sendo a dinâmica de cada célula 
constituída por uma parte rítmica e uma parte discreta. Usam-se as equações de Morris-
Lecar e o oscilador de Hopf como modelos de cada um dos quatro osciladores para a parte 






Ritmicamente, o modelo de CPG de quatro células prevê quatro soluções periódicas, 
identificadas com quatro passos locomotores primários e dois passos secundários. Os 
passos primários são o bound, trot, pace e o walk. Os passos secundários são o transverse 
gallop e o rotary gallop. Variando a força do acoplamento entre os osciladores, consegue-
se a transição de dois passos primários para dois passos secundários. 
 
1.1. CONTEXTUALIZAÇÃO 
Tem-se observado, nas últimas décadas, uma grande evolução no estudo dos sistemas 
robóticos. Actualmente os robôs são utilizados nas mais diversas áreas, desde a área 
militar, aeronáutica, aeroespacial, entre outras [1][9][42]. São sobejamente conhecidos os 
braços robóticos, presentes nas grandes linhas de montagem das mais diversas indústrias 
de fabrico automóvel, por exemplo. Na medicina é agora frequente a utilização de robôs 
nas cirurgias [44] e a utilização de componentes robóticos em próteses [28]. Na indústria 
aeroespacial os robôs são usados para executar tarefas em ambientes hostis [31]. Na 
indústria farmacêutica, para além da utilização de robôs na produção dos medicamentos, é 
agora mais frequente a existência de farmácias inteligentes [35]. 
A modulação dos ritmos de locomoção é um tema de investigação de grande 
desenvolvimento na robótica. Várias técnicas têm vindo a ser utilizadas na modulação com 
o objectivo de se conseguir gerar trajectórias estáveis. Barai e Nonami [3] utilizam lógica 
difusa para modular matematicamente um controlador com dois degraus de liberdade, para 
controlo da locomoção de um robô de seis pernas actuado hidraulicamente. Espenschied, 
Quinn, Beer e Chiel [8], utilizam uma rede de mecanismos distribuída para controlo do 
movimento de um robô insecto com seis pernas. Neste estudo, utilizam também reflexos 
locais aplicados nas pernas dos robôs para contornar obstáculos. Num outro artigo, Stoy, 
Shen e Will [37] utilizam uma técnica baseada num algoritmo do tipo mestre-escravo, para 
controlo da locomoção de um robô constituído por módulos, auto-reconfigurável. Segundo 
os autores, esta técnica garante uma robustez face a erros de comunicação e de 
configuração. 
Righetti e Ijspeert [33] utilizam modelos de geradores centrais de padrões de locomoção, 
em particular os modelos de 4 células (Figura 1) para gerar os ritmos locomotores. Eles 
conseguem obter quatro passos de locomoção: walk, trot, pace e bound. Para isso 
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utilizaram dois modelos distintos de 4 células: um para as baixas velocidades (walk), e 
outro para velocidades mais elevadas (trot, pace, e bound). A diferença entre os modelos 
reside no tipo de acoplamento entre os 4 osciladores, que é representado por setas 
diferentes. Para a modulação da parte rítmica do CPG é utilizado o oscilador de Hopf. A 
escolha recaiu sobre este oscilador pois este possui um ciclo limite estável, e a sua forma é 
independente da escolha dos parâmetros da frequência. Para além disso, é possível 
controlar a frequência e a amplitude das fases ascendente e descendente. A maior 
contribuição deste trabalho foi a integração de uma componente de realimentação, com a 
qual se pode controlar o comportamento do sistema e alterar as suas propriedades, através 
da modificação de apenas alguns parâmetros. 
Num outro trabalho, Degallier, Righetti, Natale, Nori, Metta e Ijspeert [6] apresentam o seu 
modelo de um robô que simula uma criança de 2 anos. Baseados no artigo referido 
anteriormente, [33], é utilizado mais uma vez o oscilador de Hopf (componente rítmica) 
com a componente de realimentação, no entanto, é também acrescentada uma nova 
componente do movimento, a componente discreta. Esta componente vai proporcionar uma 
alteração no sistema (amplitude e/ou frequência), fazendo com que este seja capaz de 
responder a alterações no ambiente, tais como obstáculos e terrenos irregulares. 
 
1.2. OBJECTIVOS 
O objectivo deste trabalho é o de estudar as duas redes de células acopladas que são 
modelos de geradores de padrões de locomoção (CPGs) para animais quadrúpedes. Estes 
modelos são usados na geração de trajectórias em tempo real de robôs quadrúpedes. Na 
geração das trajectórias consideram-se a parte rítmica do movimento e uma parte discreta, 
que é usada para inserir perturbação no modelo. Os sinais produzidos pelo modelo são 
depois enviados para os controladores de cada articulação. Usam-se dois sistemas de 
equações diferenciais ordinárias distintas para simular a dinâmica interna de cada célula. 
Um dos sistemas de equações diferenciais é usado habitualmente na literatura em estudos 
de trajectórias de robôs em tempo real – oscilador de Hopf. O outro sistema de equações, 
as equações de Morris-Lecar, modela os sinais enviados pelos neurónios, Motoneurons, 
para os músculos das articulações dos animais, para que estes se locomovam. Este é um 




No inicio do trabalho, Outubro e Novembro de 2009, procedeu-se à recolha e estudo de 
literatura existente sobre geração de trajectórias de robôs. 
Nos meses seguintes procedeu-se à implementação e simulação dos dois modelos de CPG 
em Matlab™, considerando-se como dinâmica interna o oscilador de Hopf e as equações 
de Morris-Lecar. Nas simulações distinguiu-se entre parte rítmica apenas e parte rítmica e 
discreta. 
A partir de Julho de 2010 e até à data de entrega, foi elaborado este relatório do trabalho 
desenvolvido. 
 
1.4. ORGANIZAÇÃO DO RELATÓRIO 
No primeiro capítulo é feita uma introdução ao tema em estudo, abordando assuntos 
importantes para a compreensão deste trabalho. Faz-se também uma contextualização do 
tema dentro dos diversos estudos já realizados e uma descrição dos objectivos propostos 
para este trabalho, bem como a sua calendarização e organização. 
No capítulo 2 estudam-se mais em profundidade os modelos da Figura 1. Na secção 2.1 
estuda-se a simetria dos modelos. Na secção 2.2 é feita uma descrição dos principais 
passos locomotores dos animais quadrúpedes. A classificação destes passos, usando o 
Teorema H/K, faz-se na secção 2.3. Por último, na secção 2.4, analisa-se a bifurcação dos 
passos locomotores primários. 
No capítulo 3 são apresentados os resultados das simulações das duas redes de células da 
Figura 1. Consideram-se, como dinâmica da parte rítmica de cada célula, o oscilador de 
Hopf e as equações de Morris-Lecar. As simulações distinguiram-se em dois tipos 
distintos: o primeiro refere-se apenas à parte rítmica, o segundo acrescenta à parte rítmica a 
parte discreta. Esta última é embebida na parte rítmica podendo ser (a.1) incluída como um 
offset ou (a.2) adicionada às equações que modelam a parte rítmica, ou (b) pode ser 
calculada independentemente e adicionada à parte rítmica exactamente antes do envio dos 
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sinais para as articulações do robô. Foram analisadas as respostas do sistema em amplitude 
e frequência para alterações do parâmetro  ∈ [-5;5]. 
Por último, são apresentadas as conclusões retiradas da elaboração deste trabalho e as 





2. MODELO DE CPG PARA 
QUADRÚPEDES  
Neste capítulo estuda-se mais em profundidade os modelos da Figura 1. Na secção 2.1 
estuda-se a simetria dos modelos. No ponto 2.2 é feita uma descrição dos principais passos 
locomotores dos animais quadrúpedes, e a sua classificação segue-se na secção 2.3. Por 
último, na secção 2.4, analisa-se a bifurcação dos passos locomotores primários. 
 
2.1. SIMETRIA DOS MODELOS 
2.1.1. REDE DA FIGURA 1 A) 
Este modelo de CPG para quadrúpedes é caracterizado por uma rede de quatro 
células/osciladores acoplados, com simetria D2 (simetria rectangular). Produz soluções 
periódicas identificadas com os passos locomotores quadrúpedes: trot, pace e bound. A 
simetria rectangular é apropriada em animais sujas pernas traseiras e dianteiras são mais ou 
menos idênticas, mas onde os acoplamentos frente/traseira e esquerda/direita são 
substancialmente diferentes. 
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O modelo da Figura 1 a) é representado por um grafo, onde cada nó ou vértice representa 
uma célula e onde cada ramo representa o acoplamento entre as mesmas. As células são 4 e 
estão numeradas de 1 a 4 (o que significa que cada célula controla uma perna). Todas as 
células estão representadas por um círculo, o que indica que são todas iguais, isto é, todas 
têm a mesma dinâmica interna. O modelo de CPG é assim constituído por 4 osciladores 
idênticos acoplados. Há três tipos de setas o que indica que há três tipos distintos de 
acoplamento. 
As setas a cheio indicam que os sinais que são enviados para as células 1 e 2 podem ser 
trocados, se os das células 3 e 4 também forem. Esta permutação será designada por ρ. As 
setas a tracejado significam que os sinais enviados às células 1 e 3 podem ser trocados se 
forem trocados os sinais das células 2 e 4. Esta permutação será designada por τ. No caso 
das setas a picotado, os sinais das células 1 e 4 podem ser trocados desde que também se 
troque os das células 2 e 3. Esta permutação é uma composição das permutações 
anteriores, designando-se portanto por ρτ. Em conjunto com a Identidade, estas 
permutações compõem o grupo de simetrias D2. Pode escrever-se:  
(1)  
A dinâmica interna de cada célula é tipicamente definida por um sistema de equações 
diferenciais ordinárias (ODE’s). A classe geral de sistemas de equações diferenciais 




onde   ∈   representa a dinâmica interna da célula  ∈  	1,2,3,4 e  ∈   a dimensão 
da dinâmica. 
 
2.1.2. REDE DA FIGURA 1 B) 
O modelo da Figura 1b) tem simetria quadrada D4. Esta rede tem mais simetria do que a 
rede da Figura 1a). O grupo de simetria D4 é gerado pelas permutações  = 1243 e 
 = 〈〉 × 〈〉 




$ = 1234 [5]. Com esta rede é possível obter o passo locomotor walk. Existem apenas 
dois tipos de acoplamento, representados por dois tipos de setas distintas. A seta a cheio 
indica que o que acontece entre as células 1 e 2 é independente do que se passa entre as 
células 3 e 4, isto é, as células 1 e 2 podem ser trocadas entre si sem obrigar a uma troca 
nas células 3 e 4, ou vice-versa. Este tipo de rede é apropriado para quadrúpedes em que o 
acoplamento entre pernas traseiras e dianteiras se faz através da coluna vertebral. 
 
2.2. PASSOS LOCOMOTORES DOS QUADRÚPEDES 
Os passos locomotores quadrúpedes mais comuns são: walk, trot, pace e bound. O walk é 
um passo locomotor que se caracteriza pelo movimento das quatro pernas com um quarto 
de período de desfasamento entre cada uma delas. A sequência de movimentos inicia-se 
com a perna da frente esquerda, seguida da traseira direita, depois a perna da frente direita 
e por fim a perna traseira esquerda, todos eles com um quarto de período de diferença. 
(Figura 2). 
 
Figura 2 Walk [10]. 
O trot é, provavelmente, um dos passos mais conhecidos uma vez que está intimamente 
ligado ao movimento do cavalo. Este caracteriza-se pelo movimento simultâneo das pernas 
nas diagonais, estando os dois pares de pernas diagonais desfasados de meio período entre 
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si. As pernas frente esquerda e traseira direita movem-se em simultâneo, desfasadas de 
meio período das pernas frente direita e traseira esquerda (Figura 3). Tal como referido, o 
trot é mais conhecido por ser um passo locomotor do cavalo, no entanto também pode ser 
visto noutros animais, como por exemplo o cão.  
 
Figura 3 Trot [10]. 
No pace, as pernas de cada lado movem-se simultaneamente, ou seja, as pernas frente e 
traseira direita movem-se ao mesmo tempo, desfasadas de meio período das pernas frente e 
traseira esquerda (Figura 4). Este é um passo característico dos camelos, mas também pode 
ser visto nos lamas.  
 
Figura 4 Pace [10]. 
O conjunto de passos locomotores quadrúpedes mais comuns termina com o bound. Neste 
caso são as pernas da frente que se movem em simultâneo e desfasadas de meio período 




Figura 5 Bound [10]. 
Para além destes passos, existem ainda mais alguns passos interessantes, o transverse 
gallop, rotary gallop e o pronk. O transverse gallop assemelha-se ao bound, todavia, neste 
passo, as patas da frente/ traseira estão ligeiramente desfasadas entre si. A pata esquerda 
traseira está desfasada de meio período da pata esquerda dianteira. A pata direita traseira 
está desfasada de meio período da pata direita dianteira (Figura 6). Mais uma vez, um 
exemplo real deste passo verifica-se no cavalo.  
 
Figura 6 Transverse Gallop [10]. 
O rotary gallop é semelhante ao transverse gallop, no entanto o desfasamento de meio 
período verifica-se agora entre os pares de pernas nas diagonais (Figura 7). Este é o passo 
locomotor que se verifica na elevada velocidade das chitas. 
 
Figura 7 Rotary Gallop [10]. 
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Pode ser verificado na Figura 8, a relação de fase entre as diferentes pernas nos passos 
locomotores de um quadrúpede, conforme descritos anteriormente. 
 
Figura 8 Relações de fase dos passos locomotores [26]. 
 
2.3. CLASSIFICAÇÃO DOS PASSOS LOCOMOTORES 
Os passos locomotores dos quadrúpedes são classificados recorrendo ao teorema H/K [9]. 
Estes passos são identificados com soluções periódicas, com período T, produzidas pelo 
sistema de ODE’s associado ao modelo. Considere-se H e K, dois subgrupos do grupo de 
simetrias do modelo, tais que uma solução periódica % tem o par de simetrias (H,K). O 
subconjunto K consiste no conjunto de simetrias k, tais que % = %, ou seja, estas 
simetrias fixam espacialmente a solução, transformando-a nela própria. O subgrupo H 
consiste no conjunto de simetrias h tais que ℎ% + ( = %, onde θ é o deslocamento. 
Nestas simetrias, a solução é transformada nela própria com deslocamento no tempo de θ. 




2.3.1. MODELO DA FIGURA 1A) 
A aplicação do Teorema H/K ao grupo de simetrias D2 do sistema (1) resulta nas soluções 
periódicas e respectivos pares de simetrias espaciais e espácio-temporais dados na Tabela 
1. A tabela representa ainda os passos locomotores dos quadrúpedes identificados com 
essas soluções periódicas. Há outros pares de simetrias espaciais e espácio-temporais cujas 
soluções periódicas não estão neste momento identificadas com nenhum passo locomotor 
dos quadrúpedes. 
 
Tabela 1 Passos Locomotores dos quadrúpedes segundo rede da Figura 1a) 
H K Lado Esquerdo Lado Direito Passo 
D2 D2 )1% , 1%* )1% ,  1%* Pronk 
D2 ρτ +1% ,  1 ,% + 12-. +1 ,% + 12-  ,  1%. Trot 
D2 ρ +1% ,  1 ,% + 12-. +1% ,  1 ,% + 12-. Bound 
D2 τ )1% , 1%* +1 ,% + 12-  ,  1 ,% + 12-. Pace 
ρτ Id +1% ,  2 ,% + 12-. +2% ,  1 ,% + 12-. Rotary Gallop 
τ Id +1% ,  1 ,% + 12-. +2% ,  2 ,% + 12-. Transverse Gallop 
 
2.3.2. MODELO DA FIGURA 1B) 
Como estamos interessados apenas no passo locomotor walk produzido por esta rede, 
apresentam-se apenas os cálculos relativos a este passo locomotor. A simetria espácio-
temporal H é " e a simetria espacial é / = 0" = 〈〉. Pelo que a solução periódica 
indentidicada com o walk é: 
(3)  
 




2.4. BIFURCAÇÃO DOS PASSOS PRIMÁRIOS 
2.4.1. REDE DA FIGURA 1 A) 
Os passos locomotores primários, obtidos por este modelo, são bifurcações de um 
equilíbrio invariante por D2, 3 = , , , . Estes passos primários têm sempre o mesmo 
desfasamento entre pernas, por exemplo, trot, pace e bound, o desfasamento entre pernas é 
sempre igual a meio período. Os passos secundários são obtidos por bifurcações de quebra 
de simetria dos passos primários, ou, dito de outra forma, são transições de fase num 
sistema sinergético. Neste cálculo são utilizadas propriedades das aplicações de Poincaré 
[30]. Os passos secundários obtidos por quebra de simetria dos passos primários descritos 
são o transverse gallop e o rotary gallop. 
Pode encontrar-se na Tabela 2 todos os passos secundários obtidos através do modelo de 
CPG de 4 células da Figura 1a) por quebra de simetrias dos passos locomotores primários. 
 
Tabela 2 Passos secundários obtidos por quebra de simetria dos passos primários 
Passo Primário Passo Secundário 
Trot Transverse Gallop 





Na Figura 9 esquematizam-se as bifurcações existentes na rede de 4 células da Figura 1a) a 
partir do stand. A simetria é menor à medida que se desce no esquema.  
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Figura 9  Diagrama de bifurcações dos passos locomotores da Figura 1a) [5]. 
 
2.4.2. REDE DA FIGURA 1 B) 
O passo primário walk é obtido por uma bifurcação de Hopf de um equilíbrio invariante 
por D4 (stand). A solução periódica identificada com o walk é dada por:  
 
Tabela 1 Passos Locomotores dos quadrúpedes segundo rede da Figura 1b) 
Lado Esquerdo Lado Direito Passo 
+% ,   ,% + 34-. +  ,% +




A simetria deste passo locomotor é  0" e o desfasamento entre os sinais enviados para 
as 4 patas é de um quarto de período. 
Em semelhança ao modelo anterior, os passos secundários são obtidos por quebra de 
simetria dos passos primários. O passo locomotor secundário rotary gallop é obtido a partir 
do walk. 
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Na Figura 10 apresenta-se o esquema reduzido, referente apenas ao passo locomotor walk, 
das bifurcações existentes na rede de 4 células da Figura 1b) a partir do stand. A simetria é 
menor à medida que se desce no esquema. 
 
 
Figura 10 Diagrama de bifurcações reduzido dos passos locomotores da Figura 1b). 
 
2.4.3. EXPLICAÇÃO FISIOLÓGICA DAS TRANSIÇÕES DE PASSOS LOCOMOTORES 
Durante a sua locomoção, os animais sentem necessidade de mudar de passo locomotor, ou 
seja, de transitar entre passos locomotores distintos. Estas transições podem ser associadas, 
matematicamente, às bifurcações por quebra de simetria de uma para outra solução 
periódica. Schöner et al [36] referem-se a transições de fase em sistemas sinergéticos. 
Estas transições podem ser vistas como bifurcações de quebra de simetria. 
Há outras bifurcações que conduzem também a transições entre passos locomotores, 
designam-se de histereses. Hoyt e Taylor [18] concluem que o consumo de oxigénio está 
relacionado com a velocidade. Para reduzir o consumo de oxigénio, os animais efectuam 
transições de passos locomotores conforme a velocidade a que se deslocam (Figura 11). O 
oxigénio utilizado pelos animais poderá ser equiparado ao consumo de energia dos robôs 
quadrúpedes, o objectivo é, em ambos os casos, o menor consumo de energia em qualquer 
ponto de funcionamento. O facto das linhas a cheio da Figura 11 estarem sobrepostas, por 
exemplo, no caso do trot e do gallop, sugere que estamos perante uma bifurcação por 
histerese. Este tipo de bifurcação caracteriza-se por existirem mais do que um ponto de 
transição entre dois passos diferentes. Por exemplo, com o aumento de velocidade, o 





transição é feita num ponto diferente do anterior. Devido a este fenómeno, é formada uma 
espécie de malha, conhecida por malha de histerese. 
 
 





3. SIMULAÇÕES DOS 
MODELOS 
Neste capítulo apresentam-se as simulações numéricas das duas redes de quatro 
osciladores que modelam, em tempo real, as trajectórias de um robot quadrúpede. 
Consideram-se, como dinâmica da parte rítmica de cada célula, o oscilador de Hopf e as 
equações de Morris-Lecar. As simulações distinguiram-se em dois tipos distintos: o 
primeiro refere-se apenas à parte rítmica, o segundo acrescenta à parte rítmica a parte 
discreta. Esta inclusão pode ser embebida, incluída como um offset ou adicionada às 
expressões rítmicas, ou pode ser calculada independentemente e adicionada exactamente 
antes do envio dos resultados para o robô. Foram analisadas as respostas do sistema em 






3.1. SISTEMA RÍTMICO 
3.1.1. OSCILADOR DE HOPF 
O oscilador de Hopf é constituído por um sistema de equações diferenciais ordinárias não-
lineares de dimensão 2. O modelo de 4 osciladores de Hopf para a rede da Figura 1a) é 





onde 4 = 5 + 6, 7 é a frequência de oscilação em rad.s-1, 7 = √9 é a amplitude de 
oscilação. 7:;<= e 7>? são as velocidade das fases ascendente e descendente da oscilação, 
respectivamente.  é uma constante positiva que controla a velocidade de convergência. 
A partir deste sistema de equações, é possível obter todos os passos primários previstos 
pela Figura 1a), tais como trot e pace, como se pode verificar na Figura 12 e Figura 13 
respectivamente. 
 
 = 9 − 4 − 76                       6 = 9 − 46 + 7 + A B6BB7 = 7:;<=CDEFG + 1 + 7>?CDEFG + 1                              
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Figura 12 Passo locomotor trot, usando o sistema (4). 
   
Figura 13 Passo locomotor pace, usando o sistema (4). 
 
3.1.2. EQUAÇÕES DE MORRIS-LECAR 
As equações de Morris-Lecar foram sugeridas para descrever as oscilações na fibra 
muscular dos crustáceos. Este modelo é baseado num estudo [17] que diz que o potencial 
de acção depende essencialmente de dois canais iónicos, Na+ e K+. O modelo de Morris-

































































Lecar, no entanto, desenvolve-se sobre os canais Ca2+ e K+. Estes canais são representados 
pelas respectivas condutâncias, HI, e , e pela condutância de vazamento (do inglês 
“leak”), J [27]. 
O sistema de equações diferenciais ordinárias que modela os 4 osciladores que constituem 










Onde HI,  e J  são as condutâncias de Ca2+, K+ e de vazamento respectivamente,  é a 
corrente aplicada, KJ e K são as tensões de equilíbrio correspondentes às condutâncias de 
vazamento e K+, e K, K, K! e K" são os parâmetros para a activação e para a função de 
constante de tempo. 
Com este sistema de equações é possível obter, tal como no caso do oscilador de Hopf, 
todos os passos locomotores primários da Figura 1.a), entre eles, trot (Figura 14) e pace 
(Figura 15). 
 = −LM . OP.  − 1 − J.  − KJ − . 6 .   − K +  + A B6BB6 = ∅. . OR − 6                                                                                                       
OP = 12 . +1 + %MRℎ , − KK -.                                                                                                                                                             = STUℎ , − K!2. K" -                                                                                 OR = 12 . +1 + %MRℎ , − K!K" -.                                                                  
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Figura 14 Passo locomotor trot, usando o sistema (5). 
  
Figura 15 Passo locomotor pace, usando o sistema (5). 
Através deste modelo é também possível obter uma transição de passos locomotores. Neste 
caso, conseguiu-se obter o passo secundário transverse gallop a partir do trot. Para obter 
esta transição alterou-se o valor de apenas uma força de acoplamento, obrigando assim a 
uma quebra de simetria no modelo. 






























































Figura 16 Passo locomotor secundário transverse gallop, obtido através do trot no sistema (5). 
 
3.2. SISTEMA RÍTMICO E DISCRETO 
Neste capítulo é acrescentada a parte discreta à parte rítmica do movimento. A inserção da 
parte discreta será testada de duas formas: (a) a componente discreta, V, é embebida na 
parte rítmica (Figura 17.a); ou (b) a componente discreta, V, é adicionada à solução da 
componente rítmica do sistema (Figura 17.b). 
 
Figura 17 Componente discreta: a) embebida na parte rítmica (esquerda) e b) somada á parte 
rítmica (direita). 
No caso de ser embebido na parte rítmica, a parte discreta pode ser acrescentada (a.1) 
como um offset ou (a.2) somada nas equações que modelam a parte rítmica. 





























O sistema discreto é constituído pelas seguintes equações diferenciais ordinárias, 




onde a velocidade de convergência é controlada por W, X e Y são valores escolhidos para 
assegurar que a função velocidade tem a forma de sino.  é um parâmetro que fará variar o 
offset do sistema. 
 
3.2.1. OSCILADOR DE HOPF 
Usa-se o oscilador de Hopf para modelar a parte rítmica do movimento. 
Começa-se por embeber a componente discreta na rítmica, adicionando-a (a.1) como um 
offset. O sistema de equações diferenciais ordinárias que modela a rede da Figura 1.a) é 




Nas simulações numéricas, variou-se o parâmetro  e mediram-se a amplitude e a 
frequência das soluções periódicas identificadas com os passos locomotores trot (Figura 
18) e pace (Figura 19). 
ℎ  = YX − ℎ                          V = ℎ"K                                     K = X"  −W4 V −  − W K
 
 = 9 − 4−V − 76                       6 = 9 − 46 + 7 − V + A B6BB                              
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Figura 18 Amplitude e frequência da solução periódica identificada com o passo trot, para 
variação de g, usando o sistema (8). 
 
 
Figura 19 Amplitude e frequência da solução periódica identificada com o passo pace, para 















































Neste caso, verifica-se que a amplitude e a frequência se mantêm constantes para -5>g>5. 
Para que se perceba melhor a influência da inserção da parte discreta na parte rítmica, 
apresenta-se a Figura 20. Para obter esta figura simulou-se o modelo de CPG só com parte 
rítmica, de seguida incluiu-se a parte discreta e por fim voltou a retirar-se a discreta 
ficando apenas a parte rítmica. 
 
Figura 20 Solução periódica identificada com o trot, onde se pode verificar a inclusão da parte 
discreta na parte rítmica (a 1/3 da figura) e remoção da mesma (a 2/3 da figura) para g=3,0. 
 
Com esta figura, verifica-se que não existe qualquer alteração na amplitude e na frequência 
quando se incluí a parte discreta, havendo apenas um deslocamento (offset) da resposta do 
sistema 
A segunda possibilidade de incluir a parte discreta embebida na parte rítmica é (a.2) 
somando V nas equações que modelam a parte rítmica. O sistema de equações diferenciais 




As equações do sistema discreto são as mesmas do caso anterior, (7). 
Tal como anteriormente, variou-se o parâmetro  em soluções periódicas identificadas 
com os passos locomotores trot (Figura 21) e pace (Figura 22) e mediram-se a amplitude e 
a frequência dessas soluções periódicas. 
 = 9 − 4 − 76 − V                        6 = 9 − 46 + 7 + A B6BB − V                      
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Figura 21 Amplitude e frequência da solução periódica identificada com o passo trot, para 
variação de g, usando o sistema (9) (gráfico rescalado de [-5,5] para [-0.5;2]). 
 
Figura 22 Amplitude e frequência da solução periódica identificada com o passo pace, para 
variação de g, usando o sistema (9) (gráfico rescalado de [-5,5] para [-0.5;2]). 
 















































Contrariamente ao ocorrido no caso anterior, tanto a amplitude como a frequência variam e 
de forma idêntica. Crescem e decrescem nos intervalos [-0.5,0.34] e [0.4,1.83] de g, sendo 
nos restantes valores de g nulas. 
Mais uma vez, para se perceber melhor o papel da parte discreta neste sistema, apresenta-
se a Figura 23. 
 
Figura 23 Solução periódica identificada com o trot, onde se inclui (1/3 da figura) e remove (2/3 
da figura) a parte discreta para g=1,5. 
 
Nesta figura, a inclusão e remoção da parte discreta, traduz-se numa alteração dos valores 
da amplitude e da frequência. O sinal apresenta uma maior frequência e uma ligeira 
diminuição da amplitude. Isto pode traduzir-se como um aumento da velocidade do passo 
locomotor e uma menor extensão do movimento. Para outros valores de g, obter-se-iam 
outros valores para a frequência e a amplitude, consoante se pode observar nos gráficos das 
Figura 21 e Figura 22. 
 
A terceira opção testada para incluir a parte discreta no movimento do robô é dada pela 
soma das duas componentes, rítmica e discreta, conforme Figura 17.b), tem-se % =% + V%. As expressões da parte rítmica e discreta são iguais aos casos anteriores, (5) 
e (7). 
Mais uma vez se varia o parâmetro g e se medem a amplitude e a frequência das soluções 
periódicas identificadas com o passo locomotor trot. Os resultados podem ser vistos na 
Figura 24. 
 Figura 24 Amplitude e frequência da solução periódica identificada com 
 
Como se pode verificar, a amplitude decresce para 
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Figura 25 Solução periódica 
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valor de g, observa-se um deslocamento do sinal e, apesar de não ser visível, existe um 
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3.2.2. EQUAÇÕES DE MORRIS-LECAR 
Nesta secção estuda-se o comportamento dinâmico da rede de 4 osciladores da Figura 1.a), 
considerando as equações de Morris-Lecar como modelo para a dinâmica da parte rítmica. 
A inserção da parte discreta na parte rítmica faz-se para os casos (a.2) e (b). As equações 
do sistema discreto são as mesmas usadas nas secções anteriores, (7). Com a inclusão da 
parte discreta, o sistema de equações diferenciais ordinárias que modela a rede de 




Variou-se o parâmetro  e estudou-se a variação da amplitude e da frequência das soluções 
do sistema (4). Obtiveram-se os seguintes resultados para o trot (Figura 26) e para o pace 
(Figura 27). 
 
Figura 26 Amplitude e frequência da solução periódica identificada com o passo trot, para 
variação de g, usando o sistema (10) (gráfico rescalado de [-5,5] para [-0.01;0.081]). 
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Figura 27 Amplitude e frequência da solução periódica identificada com o passo pace, para 
variação de g, usando o sistema (10) (gráfico rescalado de [-5,5] para [-0.17;0.037]). 
Pela observação dos gráficos, concluí-se que, para g<-0.17 os valores da amplitude e da 
frequência são nulos. Para -0.17<g<0.037 a amplitude e a frequência crescem e de seguida 
decrescem. Para g>0.037, a solução periódica do sistema bifurca para uma solução que não 
é identificada com nenhum passo locomotor dos quadrúpedes, logo, o valores da 
amplitudes e frequência não são calculados. Isto significa que existe um intervalo em que o 
parâmetro g deve variar. Neste caso será para g<0.037. 
 
Figura 28 Solução periódica identificada com o trot, com inclusão (a 1/3 da figura) e remoção da 
parte discreta (a 2/3 da figura) para g=1,0. 
 

























Como é possível verificar na Figura 28, com a inclusão da parte discreta o sistema torna-se 
mais lento (menor frequência) mas com uma maior amplitude, isto é, a extensão do 
movimento é maior, embora a velocidade diminua. 
 
Simulou-se ainda a inclusão da parte discreta no caso (b), conforme Figura 17.b). Neste 
caso, as expressões da parte rítmica e discreta são iguais aos casos anteriores, (5) e (7), mas 
ao contrário destes, cada uma das componentes é calculada independentemente, sendo 
somadas exactamente antes de serem enviados os resultados para o robô. 
Variou-se o parâmetro g e calcularam-se os valores das amplitudes e das frequências das 
soluções periódicas identificadas com o trot. Os resultados podem ser vistos na Figura 29. 
 
Figura 29 Amplitude e frequência da solução periódica identificada com o passo trot, para 
variação de g, segundo Figura 17.b) 
 
Como se pode verificar, a amplitude decresce para g<0.5 e cresce para g>0.5 A frequência 
mentem-se constante para qualquer valor de g. 
























Figura 30 Solução periódica identificada com o trot, para inclusão (a 1/3 da figura) e remoção (a 
2/3 da figura) da parte discreta para g=1,0. 
 
Observa-se que a inclusão da parte discreta traduz-se num deslocamento do sinal e, apesar 
de não ser visível, existe um aumento da amplitude. A frequência mantém-se constante. 
A inclusão da parte discreta na parte rítmica traduz-se na alteração do offset do sistema, 
podendo levar a uma alteração da amplitude ou da frequência ou das duas quantidades, das 
soluções periódicas identificadas com passos locomotores quadrúpedes.  
Pode concluir-se que a melhor forma de inserção da parte discreta que menos perturbação 
insere no robô é a inserção como offset, e que a inserção da parte discreta parece ser 
independente do sistema de equações diferenciais ordinárias que modelam a dinâmica 
interna de cada célula.  
 
3.3. IMPLEMENTAÇÃO PRÁTICA 
Para melhor se compreender o sentido prático do estudo realizado ao longo deste trabalho, 
implementaram-se as equações utilizadas neste estudo. Primeiramente simulou-se numa 
plataforma informática, Webots™, e de seguida implementou-se num robô real, Aibo da 
Sony™, ambas as plataformas disponibilizadas pelo Departamento de Electrónica 
Industrial da Universidade do Minho. 
 
3.3.1. SIMULAÇÃO WEBOTS™ 
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O Webots™ é um software profissional para simulação de trajectórias de robôs móveis. 
Este permite a criação de um ambiente 3D onde o utilizador poderá seleccionar um entre 
uma grande variedade de robôs, testando-o com as propriedades físicas reais, forma, 
massa, coeficiente de atrito. O utilizador poderá ainda adicionar diversos sensores e 
actuadores, de forma que a simulação se assemelhe a uma situação real. Por último, 
quando o robô simulado se comportar como o esperado, o programa pode ser transferido 
para um robô real [38]. 
Simulou-se então o robô Aibo baseado nas expressões utilizadas neste trabalho. Foi 
realizado um vídeo, de onde se pôde retirar a Figura 31. 
 
 
Figura 31 Imagem retirada do vídeo do Webots™ (walk) 
 
Por uma questão relacionada com as propriedades físicas e mecânicas do robô, optou-se 
por simular o passo locomotor walk. 
 
3.3.2. IMPLEMENTAÇÃO REAL 
 38 
O Aibo é um dos robôs baseados em animais de estimação produzidos pela empresa 
Japonesa Sony™. Este é um robô capaz de andar, ver e “amadurecer” graças às câmaras e 
aos diversos sensores que possui. O Aibo foi introduzido em 1999 e descontinuado em 
2006 [34].  
Tal como no Webots™, foram implementadas no robô equações baseadas neste estudo. 
Mais uma vez foi elaborado um vídeo, do qual se retirou a Figura 32. 
 
 




4. CONCLUSÕES E 
DESENVOLVIMENTOS 
FUTUROS 
Neste trabalho estudam-se modelos de geradores centrais de padrões de locomoção para 
gerar trajectórias em tempo real de robôs quadrúpedes. As trajectórias subdividem-se em 
parte rítmica e parte discreta. A parte rítmica é gerada por um gerador central de padrões 
de locomoção. Estes CPGs são constituídos por 4 células acopladas. Cada célula e a parte 
discreta é modelada por um sistema de equações diferenciais ordinárias não lineares, 
inspirado no modelo VITE. Consideram-se o oscilador de Hopf e as equações de Morris-
Lecar como dinâmica interna de cada célula que constitui os modelos de CPGs da Figura 1. 
Simulam-se numericamente os modelos, usando ou o oscilador de Hopf para modelar a 
parte rítmica ou as equações de Morris-Lecar. Medem-se a amplitude e a frequência de 
dois passos locomotores quadrúpedes para variação do parâmetro g no intervalo [-5;5]. 
Consideram-se duas formas distintas de incluir a parte discreta na parte rítmica: (a) como 
um (a.1) offset ou (a.2) somada nas expressões que modelam a parte rítmica, e (b) somada 
ao sinal da parte rítmica antes de ser enviado às articulações do robô. No caso (a.1), 
considerando o oscilador de Hopf como dinâmica interna das células, verifica-se que a 
 40 
amplitude e a frequência se mantêm constantes para -5<g<5. No (a.2), usando novamente 
o oscilador de Hopf, a amplitude e a frequência têm o mesmo comportamento, crescendo e 
diminuindo nos intervalos de g [-0.5,0.34] e [0.4,1.83], sendo nos restantes valores de g 
nulas. Isto traduz-se em variações na extensão do movimento e na velocidade do robô, 
proporcionais à amplitude e à frequência, respectivamente. Ainda com o oscilador Hopf, 
no caso (b), a frequência mantêm-se constante enquanto a amplitude diminui para g<0.2 e 
aumenta para g>0.2. A extensão do movimento varia de forma directamente proporcional à 
amplitude. No caso das equações de Morris-Lecar, quando a componente discreta é 
embebida (a.2), a amplitude e a frequência aumentam e depois diminuem para -
0.17<g<0.037. Quando se somam as duas componentes, mais uma vez a frequência 
mantém-se constante enquanto a amplitude diminui para g<0.5 e aumenta para g>0.5. 
Após a comparação dos diferentes resultados, pode concluir-se que a melhor forma de 
inserção da parte discreta que menos perturbação insere no robô é a inserção como offset, e 
que a inserção da parte discreta parece ser independente do sistema de equações 
diferenciais ordinárias que modelam a dinâmica interna de cada célula. 
Como trabalho futuro, é importante prosseguir o estudo das diferentes formas de inserção 
da parte discreta na parte rítmica do movimento, para que se possa gerar uma locomoção 
quadrúpede, robusta, flexível, com objectivos, em terrenos irregulares, modelada por 
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